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SAMENVATTING

Dit rapport is de samenbundeling van twee rapporten, waarvan het eerste
reeds afzonderlijk is verschenen onder de titel:

SD 110/77. Eerste analyse van de nauwkeurigheid van lodingen verricht door
verschillende schepen op dezelfde plaatsen op 2 en 3 maart 197/6.
Dit rapport had de volgende samenvatting:

De resultaten van een onderzoek naar de nauwkeurigheid van lodingen
z1in met behulp van een variantie—analyse model met stochastische termen
geanalyseerd. De schattingen van de parameters in dit model zijn met behulp
van twee verschillende methoden verkregen: de momentenmethode en de methode
van de grootste aannemelijkheid. De twee methoden leverden hetzelfde alge-
mene beeld op en in het bijzonder een schatting van ongeveer 0,7 dmz'voor
de variantie van de systematische afwijkingen van de schepen ten opzichte
van elkaar. De samenvatting van het tweede rapport luidt:

Een tweede serie meervoudige metingen wordt geanalyseerd en met de
eerste serie vergeleken. De analysemethode 1s verder geperfectionneerd. De
systematische verschillen tussen de schepen blijken persistent en een ver-—

beterde schatting van de variantie van die verschillen 1s rondweg | dm? .

TREFWOORDEN: gemencde moudellen, MINQUE-analyse
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1. INLEIDING

Bij de lodingen in de Waddenzee worden verschillende schepen gebruikt,
die metingen verrichten in series, varende over bepaalde trajekten.
Daar deze metingen individueel veel minder nauwkeurilig zijn dan het resul-
taat, dat men uiteindelijk wenst te bereiken is het van groot belang te
beschikken over een bruikbaar wiskundig model. Dit model moet enerzijds nog
eenvoudlg genoeg zljn om statistische methoden toe te passen, doch ander-
z1jds niet zoveel vereenvoudigende veronderstellingen bevatten, dat het
zich te ver van de werkelijkheid verwijdert om nog betrouwbare resultaten
te geven.

In dit rapport wordt op grond van de waarnemingen, waar in de titel
op wordt gedoeld, een dergelijk model voorgesteld en voor zover de huidige
waarnemingen en beschikbare statistische technieken dit toelaten, worden
daarin schattingen berekend en toetsingen uitgevoerd. Hierbij zijn twee
methoden gevolgd, een eenvoudige overzichtelijke en een verfijndere, maar
minder overzichtelijke, waarvan de resultaten met elkaar worden vergeleken.

B1] eerste lezing krijgt men een indruk van de resultaten door de

paragrafen 1,2 en / te lezen, benevens de tabellen 1,2,3,4 en 6.

2. MODEL

Als model hebben we gekozen:

(2.1) Y =y + . + 1. +tw., + e.. 1

—iik i = ik T Sk l,...,n meetpunten

j=1,...,p schepen

k =1,...,9 herhalingen

We veronderstellen.gj, Eak*en.gijk.stochastisch onafhankelijk. Om goed te

onderscheiden tussen stochastische grootheden enerzijds en parameters en
verrichte waarnemingen anderzijds worden stochastische grootheden aangege-

ven door onderstreepte symbolen. De betekenis van de symbolen is de volgen-
de:

Xijk 1s de dieptemeting van het j—de schip, op het i-de punt in het



trajekt, tijdens de k—-de wvaart over dat trajekt.

v is een algemeen gemiddelde van alle dieptepeilingen.

€ ; is een afwijking van dat algemeen gemiddelde voor het 1-de punt,
of ook:

TR Ei 1s de diepte voor het 1-de punt.

T is een stochastische grootheid, die het effect van het schip aan-

geeft. Deze grootheid is stochastisch genomen, omdat bij andere
waarnemingsseries andere schepen zijn ingeschakeld. Op deze wijze
kunnen we ons het schip-effekt denken als te zi1ijn getrokken uit
een bepaalde verdeling. We veronderstellen dat ..'E..j een normale
verdeling met verwachting O en variantie T2 heeft,

(Notatie lj ~ N(O,Tz)) .

My is de systematische fout in de k—de vaart van schip ] tengevolge
van bijvoorbeeld koersafwijking of getijverschillen. We veronder-
12
stellen w., ~ N(O,W.).
W ~ N(O,W)
&iik 1s een algemene storingsterm. Ook hier veronderstellen we norma-

D 2
liteit: E-ijk N(O,Fj).

De aannames van normaliteit zijn nodig voor een deel van de uit te voeren
toetsen, niet voor de schattingen van §3, maar wel voor de afleiding van

die van §6. Het zal duldelijk zijn, dat de 1. een grotere invloed heeft dan

—J]
Wi en E—-ijk op de uiteindelijke onnauwkeurigheid. Immers het aantal vaarten
(lanes dat gevaren wordt) 1s groot, zeg kj en voor elke wvaart wordt een
nieuwe trekking uit de (O,Wﬁ)—verdeling gedaar?}, zodat de variantie van de
_ We
gemiddelde systematische fout in de vaarten Ei is. Het aantal meetpunten
]

1s nog veel groter, zeg 1:1%i zodat de variantie van de gemiddelde systema-
j.

tische fout in de punten == is. De variantie van de gemiddelde systema-

tische fout van de lj 's bl{jft vrij aanzienlijk, daar er slechts een beperkt
aantal schepen 1s gebruikt. Hoewel het mogelijk 1s dat deze -:E-j in de tijd
verandert, is daar nu nog niets over bekend en gaan we er voorloplig vanuilt,

dat de T .

; de grootste invloed heeft op de uiteindelijke onnauwkeurigheid.



3. KWADRATENSCHATTERS VOLGENS DE MOMENTEN METHODE

3.1 Schatters voor ieder der schepen afzonderlijk.

In deze paragraaf worden formules afgeleid, waarmee schatters voor de

2 2 . .
parametersF%, W. en T worden verkregen. Deze formules zi1jn ontleend aan

J J
de theorie van de gemengde lineaire modellen, wat betekent, dat in het model
naast deterministische ook meerdere stochastische termen voorkomen.
Vooraf nog even een notatie: we geven het gemiddelde over een bepaalde 1n-

. . 1 ¢on
dex aan met behulp van een punt, bijvoorbeeld: zﬂjk _'H'Xiw]-zijk'

De schatters, die afgeleid worden zijn:

~2 1 S 2
3.1 F. = ————"% Y...,=Y.. =Y . +Y .
( ) —] (g=1) (n—-1) izl kzl (_1JkL“1J. “njkl*uj.)
(392) ;}_T_z - “*"(“J:'i*j" Iil § (Xi.k“};. . )2 - EE:‘_?
J n\g im] k=1 J 1]. J
o Teh boagr g DE -5 1 E
p jm o © s o o jml J jml J

Afleiding:

LEMMA. Zijn X.,...,X_Stochastisch onafhankelijk met

—m

- = 0 en 02( ) = E = 02 dan 18

Ah s h ’

m
E ) (x-x)° = @1 o en
h=1 ’
2 m—1 2

E (_E_i_h E.) —““TEI“““G o
BEWILJS.

m m
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L

n
-} x - omx
h=1

m

_ 2 2 2 2 o] 2 2
c Z (x, =x.) " = mEx_ - mE__}_c_ = mo — m— = (m-1)oc = (m1) E____ :
I Gyx)” = mbx - mEx = 5,

~ : .. : : _ 2
De tweede bewering 1n het lemma is een gevolg van het feit dat E(——)E-h_--}i )
voor elke h dezelfde is:
2
Schatter voor Fj
Om Fj te schatten beschouwen we voor j = l,...,p
n
t Z § (Y...=Y.. =Y . +Y . )2 = (na substitutie van 2.1)
S2] k=1 —1jk —13j. —.31k —.7.
v 2
= E ? e...—e.. ~e , te , ) =
iél oo (mljk —17]. —.]K --.J.)
= ? (n-1) & (e.., 6 —e.. )2 = (n-—-])(q-—-])F?
=1 —11k —17. 7
zodat een zuilvere schatter voor F? 1S
~2 1 T § - 2
F., = —————— ' Y...=-Y.. =Y . +Y . .
— ] (n—-1) (q—1) ...Z.. L (---13k —1]. —. k“._].)
1=]1 k=1
2
Schatter voor W3
Tenelnde een schatter voor W? af te leiden beschouwen we voor j = 1,...,p
o 2 v 2
(3.4) E ? (Y -Y.. ) =E ? (W., ~w. te.. —e.. =
ig-*l k=1 —13k —13. -_,_-..-;};-.1 k=1 —Jk 3. =13k —13 -)
Il
2 2 2
=t E{(.“. + (e.. —e.., - 2(w., ~w. )(e.. —e.. } =
izl = Ejk EJ.) (“1:]1{ —1 ] .) (Ejk Ll .) (—l_]k —1 ] .)
n |
2 2
= € §{(w. “w. ) + (e...-e.. )"}
1‘;1 1 —jk —j. —1]k —17] >
immers daar -W—jk en Sijk stochastisch onafhankelijk zijn en verwachting O
hebben 1s € (y_.k*-___\:g_j .) (-e'-—ijkm-e--ij' ‘) = 0. We bekljken de termen van (3.4) apart.
n 5 n 5 N
(3.5) E E % (Ejk“ﬂ.' ) = Z (=W, = n(q-1)W?
i=1 k=1 1 i=1 : .



e 2 a 2 2
(3.6) E ) ? (e:17845.) }  (q-1)F% = n(q-1)F"
i=1 k=1 . ‘

dus

E Ii ? (Y.., —Y.. )2 n(q“])wg+ n(q-ﬂl)F%
i=1 k=1 ‘3K LI ] ]

zodat een zulvere schatter voor Wj wordt

~ I ~
¥ = Sy L ) SNSRI 1
1=1 k=1 ‘“

Schatter wvoor T2

: 2
We beschouwen de volgende verwachting van de som van kwadraten om T te

schatten

(3.7) E‘ § (Y . -Y ) = E E (tT.—T W, ~-w +e . -e )2 =

jm & ® j"'—-x} ""'J T e “Je ™o o ""'""aJw T e @ o

1%
t E {(t.-7 )2+(W. ~w )2+ (e . -e )2}

""""J e """""J- ° ® ana T e e ®

daar e en T. stochastisch onafhankelijk zijn met verwachting O.

W. , €..
—Jk” —1]k —]
We bekijken de drie sommen van kwadraten apart:

2 2
E § (t.-t ) = (p—-1) T
. "'""""J T e
J
- _ P
t E (w, ~w )° =EBL g o(w, ) = 2L w?
s2p e P 5o d Pq L, )
— _ P
- E e5.72 * - B E Uz(EJ)m'E?}( ) F;z
5 ¢ e P52y o] 5o

dus

._’-!-'_2““*1'” E X . -X ) ~3g E
Ly = ;-



3.2 Gewogen gemiddelde schatters

Stel we hebben voor de verschillende schepen de varantiesiF%,'W% en

9 _ J ]
I geschat. We hebben dit gedaan voor 4 series waarnemingen met verschil-

lende n en q, maar gelijke p (= aantal schepen). Deze n en q z1jn n,, N,

D én n, en q,, q,, qy €n q, . Definieer nu voor elk van die waarnemings-

series de volgende sommen van kwadraten:

WA

_§£ = E Z (Y.. =-Y.. ~Y +Y . )2
S21 k=1 —1jk —13j. —. 3k —. 7.
WA ,

Sp = ) ) (Y.. -Y..)

""""’e i:'-""'-l kml .___le ml]#
ror 2

S, = ) (Y . -Y ) L =1,2,3,4.

= i k= de e CT

We noemen de schatting voor F? Op grond van waarnemingsserie K.Ezﬂﬁemlcm>

analoge wijze zijn Wgﬂ en TE gedefinieerd.

Dan geldt voor elke £ = 1,...,4 en j = 1,...,p (zie (3.1))
N 2

A
Z sz (q)=1) (n,=1) = ;1 5,

£=1
de gewogen gemiddelde schatter wvan F? 1s dan
)
-y, S
72 _ e=1 ~*
=3 2 '
Z (Qﬂ“l)(nzfi)

£=1

Op dezelfde wijze volgt uit (3.2)

. |
np (=1 (F z"’w;.z) = 5

4

~2
,ﬂ:.—...z-] (FJ«E ﬂ) np (Qﬂ“l) = ;1 ..§_£_'



De gewogen gemiddelde schatter wvoor W? wordt:
;
Sﬁ
A P 4 -
We = Sl - 2.
—] 4 =]
"-E:] nﬂ(qﬂ 1)
Uit formule (3.3) volgt:
(p“])lz + np“l Ezﬂ + ...P....:...l;.. E EZE = §_u
eP9p 5=1 73 Pp 3=1 7
2 p—1 2 [ p— 2
Z (p-1) T, = ) Sp ) np .E-g) - ) <B”“' E .H'z)
= = £=1 \gP9p 3=1 7 £=1 \PAg j=1
dus de gewogen gemiddelde schatter voor T2 wordt:
:2 1 ¢ | p—1 ~ 2 (p-1 & 22
= = 4(p-1) ) sz ) (n pq, . Eﬂﬁ) - \pq, . Hﬁﬂ)]'
£=1 L5 3= £ j=1

4, BEREKENING VAN DE SCHATTINGEN

Bij het ultvoeren van de berekeningen hebben we vier volledige schema's
ult het materiaal gehaald, we duiden ze aan met blok 1 t/m blok 4. Een
volledig schema betekent in ons geval, dat er per schip per meetpunt even-

veel herhalingen van de meting zijn.

blok 1 - inlood 4 - punten 835,00 t/m 840,00 en
n=26p=5gq=5 840,75 t/m 841,75

blok 2 — inlood 6 - punten 835,00 t/m 844,50
n=37p=5q-=2

blok 3 - inlood 4 - punten 820,50 t/m 834,75
n=5p=5q=4

blok 4 - inlood 7 - punten 835,00 t/m 840,50
n=16p =5 q = 3 841,50 t/m 843,00.

In de blokken 1,2 en 3 zijn drie tussenpunten gemeten tussen twee opvolgen-
de geheelwaardige punten, dus bijvoorbeeld: 835,00; 835,25; 835,50; 835,75;
etc., bij het laatste blok telkens één tussenpunt, dus: 835,00; 835,50;
836,00 etc.



Uit blok 1 en blok 4 is een aantal punten weggelaten, omdat het profiel wvan
de bodem daar erg steil 1is, zodat er onnauwkeurigheid als gevolg van de

steilte geintroduceerd wordt. Om een indruk te geven van het cijfermate-

riaal volgt hier een aantal tabellen. De eerste bevatz_Jk Y =
(Ejfl_) +-(ijﬁy; ) - (g_jkﬁg_ ). De tweede tabel geeft een indruk van de
spreiding van het schipeffect; hierin staan de waarden van Y . - Y =

L
L & o # &

(T.—T ) + (w. -w ) + (e . ~e ). In tabel 3 vatten we de blokken van de

tabel 2 samen, door elke waarde per blok gewicht n, x dp (aantal punten x

£

aantal herhalingen van blok £ te geven en te delen door het totaal).

Tabel 1 - = -~ + - w o+ -

-1, 30
~0,45 |
~0,22
0,16
2,93

blok 1

0,80
~-1,55

~3,18
-0,58
0,25
1,49

-0, 50
0,82
-1,50




Tabel 2 Y . - Y = T, - T + W, — W + e . = e

0,22
-0,38 |
-0,50
-0, 39

Tabel 3 Gewogen gemiddelden van de waarden ulit tabel 2

-1, 34 0,18 | 0,48 0,96 -0, 28 ‘

Opmerking: de eenheid van de getallen in de tabellen 1,2 en 3 is dm.

We gebruiken de 1n §3 ontwikkelde formules om E?g w? en T2 te schatten.
De resultaten zijn 1in dmg.
2 2 2

Tabel 4 Schattingen van de varianties I‘ hh en T  per blok

_ : 12,01
2,12
5,14
2,63
6,29

gl
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Opmerking: negatieve schattingen van de varianties kunnen ontstaan, door-

dat (zie formule (3.2)), het kan gebeuren, dat

l 3:1 % 2 22
e (Y...-Y.. )~ < F. .
n(g-1) (2] k=g 11k 17, ]
De beste schatter is dan 0, maar voor de berekening van de gecombineerde

schattingen in tabel 5 zijn de negatieve waarden gehandhaafd en gewogen

meegeteld. Negatieve waarden komen dan niet meer voor.

Tabel 5 gewogen gemiddelde variantie schattingen

Blauwe Slenk A.Vierlingh

7,59
2,92

Zwarte Haan Breesem

5, TOETSINGEN

5.1 Toetsing van gelijkheid wvan Flz’...,F52

Om een beter inzicht te krijgen in de waarde en betekenis van de ver—

kregen schattingen, voeren we een aantal toetsingen uit. Laten we eerst

nagaan in hoeverre het nodig is aan te nemen, dat de variantie van e. . Per

=13
schip verschilt; daartoe toetsen wij

Als toetsingsgrootheid hiervoor nemen wi]

P ~
V = max F.,” / ) F,°

Kritieke waarden voor o = 0,05 en a = 0,01 zijh getabelleerd in tabel 31la

van Biometrika Tables for Statisticians [4]. De toets wordt gewoonlijk naar

z1jn ontwerper W.G. Cochran genoemd. Voor onze vier blokken krijgen we
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leke waarden

12.01/24 , 46 ; 100 0,26 | 0,28 )

| 5,14/15,12 = 36 0,31 0,34
6,29/18,91 168 0,24 | 0,25 *y
3,08/ 7,14 = ﬁ 30 0,31 | 0,35 ")

* ..
) de kritieke waarden voor v

|

100, 168 en 30 zijn niet getabelleerd

en verkregen door interpolatie.

Blijkbaar 1s ongelijkheid van.F%'wel degelijk het geval.

J
: . . : 2 2
5.2 Toetsing van gelijkheid wvan W] ,...,WS

Om na te gaan 1n hoeverre het nodig 1s aan te nemen dat de varianties

vanlgjk per schip verschillen 1s de te toetsen nulhypothese

2 2 2 2 2
HO. Wl = wz = WB = W4 = WS .
We kunnen niet dezelfde toets gebruilken, omdat de schatters van de W? be-

staan ult de verschillen van twee sommen van kwadraten. Daarom nemen we
onze toevlucht tot de toets van Friedman, ook wel de methode van m rang-

schikken genoemd. Een beschrijving van de methode staat in de Jonge [3].

We nummeren de schattingen van w? per blok naar opklimmende grootte.

]
Deze rangnummers brengen we voor de 4 blokken onder in de volgende tabel

en we tellen kolomsgewijs op.

1 r .

blok 1

5
blok 2 2 5
blok 3 ] 5 |
blok & 3 5
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De bijbehorende toetsingsgrootheid is:

>

) (Sj~S )2, waarbij Sj de kolomtotalen zijn.
j=1 “

~
il

K = (14-12)° + (5-12)% + (13-12)% + (8-12)2 + (20-12)% =
4 + 49 + 1 + 16 + 64 = 134

deze waarde overtreft de kritieke waarde voor o = 0,05, die 89 1s, verre,

zodat we de nulhypothese moeten verwerpen. De aanname dat de'W% per schip

J
verschillen kan dus ook niet vermeden worden.

6. METHODE VAN DE GROOTSTE AANNEMELIJKHEID

6.1 Inleiding

In de vorige paragrafen werden de resultaten van de voor onzuiverheid
gecorrigeerde ''momentenmethode'" bij het schatten van parameters beschreven.
Dit betekfnt dat men bij het schatten van een parameter 6 zoskt naar een
schatter 0 waarvan men (onder de modelassumpties) weet dat E6 = 6, dat wil
zeggen men zoekt naar zuzZvere schatters. Hierbij moet echter worden opge-
merkt dat zo'm zuivere schatter niet uniek bepaald is; er zijn meestal zeer

veel zuivere schatters te bedenken, waaronder goede en slechte. Vergelijk

de volgende situaties:

A ¥ o~

‘91 en 82 zijn allebei zulvere schatters van een parameter e,.maar_@m1 heeft

een dichtheid f(e ) met tamelljk dikke staarten, terwijl de dichtheid

f(e ) horend bij de schatter 6, om de parameter 6 geconcentreerd 1igt.

Intu1t1ef kan men de situatie als volgt beschrijven: hoewel 8] en 82
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beide '"'gemiddeld"” bij herhaalde experimenten een julste schatting van de
parameter 6 zullen geven, zal 22 meestal vlak bij © liggen terwijl 6
regelmatig ver ult de buurt van 6 terecht zal komen.

Minstens zo belangrijk als het kriterium van zuiverheid 1ijkt daarom
het kriterium van de nauwkeurigheid van een schatter. Een schatter 6 wordt

een nauwkeurige schatter van 6 genoemd als E(gfe)z "klein" is. In boven-

staand voorbeeld 1s duidelijk E(gzue)z < E(the)z.

Een methode die in het algemeen nauwkeurige schatters oplevert is de
methode van de grootste aannemelijkheid. De zo verkregen "maximum likeli-
hood" schatters zijn niet noodzakelijk zuiver, maar meestal wel asymptotisch
raak, dat wil zeggen: bli] toenemende steekproefomvang zal de schatter met

tot 1 naderende kans willekeurig dicht bij de geschatte parameterwaarde

komen te liggen.

6.2 Toepassingen van de methode van de grootste aannemelijkheid op het

gemengde linealre model

Om de methode van de grootste aannemelijkheid te kunnen toepassen,

caan we het model eerst nog in een andere vorm schrijven. Het model 1is

== + + + . + . eq s
Y'jk H gj’_ “’E*_] E_]k "-e“]._‘]k

waarbi j
1 =1,.0e,013 ] = 1l,...,p en k = 1,...,9

2 2 2
. ~ N, T), w., ~ N(O,W7 ..., ~ N(O,F.).
L ( ) W , J) en e .y (0, J)

We hanteren dezelfde onafhankelijkheidsveronderstellingen als 1in para-
graaf 2 en bovendien gebruiken we voor de afleidingen van de meest aanneme-

lijke schatters de normaliteitsassumpties. Zi] nu

= .o i eee,Y seoe,Y '
X (X-l 11°° ’-X—l 1q’ ’X—lpl’ ’leq’ —npl -——npq)

dat wil zeggen Y is de uitgerolde kolomvector van waarnemingen waarbij de



W. = (w;],.ﬁ.,qu)‘ de vector van "vaarteffecten" van schip j, j = 1,...,p
= : . . o .15.+5€ . )' de vector van toevallige fouten
5 = @5 =1iq "—n] £niq’
van schip j, j = 1,...p en
s =:(el,...,en)' de vector van werkelijke dieptes op het
traject (d.w.z. ei = 1 + gi):
Z1] verder A ® B het 2g. Kronecker produkt van de matrices A en B, d.w.z.
als
e, //b”......i..b]S
A = . en B = y . .
s0ood?® \b . e b-
mn rl rs
dan 1is

a 'B...a'g/
m ] mn

Dus A ® B 1s een mr x ns matrix met bijv.

a bll’ all 1:3]2,,.........,.,,,s.-'-l]1 bls,...,aIn bll""’al b . Laat tenslotte de

n Is
vectoren Jm’ dj en de matrix Imgedefinieerd z1jn door
J = (1,1,...,1)" , d. = (0,0,...,O,I,O,...,O)'
R G —— J — e
en H P
1 0
I = °. = m X m identiteitsmatrix.
m .
0 .1
\__'_'\f—_"—'j
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met

X —
U
U,. = = 1, ;
2 > J P
. = ’ = 1, 5
U3J J P

Aan de schrijfwijze (6.1) van het model kunnen we nu onmiddellijk zien

dat de waarnemingsvector Y een meerdimensionale normale verdeling heeft met

verwachting 6 Jpq en covariantiematrix ¢ H met
2. def 2 _ E E
6.2 = "+ U, .0 .+ U,.U..
( ) o H ° (YIUIUI i=1 Y2]U2_]U2_'] 3 Y3JU3JU33)’
o L 2 » -
waarbij v, = T2/0‘2 = W.z/o2 en = F. /02 (02 1s een hulpgrootheid

1 > Y23 ] 33 ]
ten opzichte waarvan de andere varianties door de quotiénten.y], YZj en YBj

bepaald zijn). Merk op dat hoewel in het model de Ej's, Eﬁkjs en.sijk'

s in het geheel niet onafhankelijk zijn,

S

onderling onafhankelijk zijn de Iijk

maar een covarilantiestructuur vertonen die gespecificeerd wordt door (6.2).
De dichtheid en tevens aannemellijkheidsfunctie van een realisatie Y

van de stochast Y gedefinieerd door (6.1) is dus:

I

202

-1 — 1 —
L(Y) = (2m) 2PP9 TPPA |y T2 00 {- (Y-X8) "H | (Y-X8) }

(IH| is de determinant van H). Stel A(Y) = log L(Y). (Vector-)differentia-

tie van A(Y) naar 6 en 02 geeft

. 1 - =
0 . '
6A(Y) _ _ npq +.mlm.(mee)'H“1(Y*X9).
2 2 &
So 20 20

Nul stellen van deze afgeleides geeft de meest aannemelijke schatters

(6.3) 6 = xH ' ! xuly
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53]
(6.4) 0" = —— (Y-X8) H = (Y-X8) =

1 - -1 -
— (y'H 'Y - @'H ') @ ]

-]
V
-~ X'H "Y}.

N, ﬁ2

Als Yo Y21""’Y2p en Y31""’Y3p bekend zouden zijn, zouden 8 en o~ gede-

finieerd in (6.3) en (6.4) tevens de gewogen kleinste kwadratenschatters

zijn. Als schattingen voor de dieptes krijgen we

(6.5) gi = Tlf“" E "‘;‘LT(Yij.”Y. * 'é“ E ’
3 1=1 "33 =1
waarbilj
R
Yq = s ;;-; ; 53J = nqy, + DY, s+ Yg;
en

) +  + )

Het onmiddellijke praktische gevolg van de weging met de gewlchten
Y4; en S 33 1s, dat een schip met grote geschatte onnauwkeurighetd minder
invloed heeft bij de schatting van de werkeliike diepte op een bepaald
meetpunt. We gaan hier in 6.3 nader op in voor het schip "Vierlingh" bij
de besprekingen van de uitkomsten van deze methode.

Uitwerking van (6.4) geeft

(6.6) 52 E{}j 31‘ 1 . 9) n? 31( -
| = ~iik —— ) X .. -y
j=1 i=1 k=1 ¥ 3; Lk = m(2_'1"'_"Y3j" k=1 Ik —
"waarbijg_m-a- z 19i de schatter wvan de gemiddelde diepte is.
1=1

Tenslotte vinden we de meest aannemeliljke schatters wvan YisYgyseeesYy
P

en Y31""’Y3p weer door de partiele afgeleiden van log L(Y) naar deze
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parameters nul te stellen. Dit geeft de vergelijkingen

(6.7) spoor (U'H 'U,) = <5 (¥-X6)'H 'U U'H ' (Y-X6)
o
(6.8) SpPOOY (U!.H“]U..) m-}------(Y-—-Xe)'HﬂlU..U!.HHI(Y*XB)
1] 1] 02 1] 17
1 = 2,33 ] = 1,ce0e,p
(spoor (A) = som van de diagonaalelementen van A).

We krijgen dus een stelsel (niet—-lineaire) vergelijkingen met als onbeken-

2

den de parameters 81,,..,6 s O ,Yl,yzl,...,yzp en Y31’°"’Y3p' Deze verge-

n

lijkingen z1jn door middel van een i1iteratieve methode met als startwaarden
* o, : ..

Y, = Y21"'Y2p = YBI"'YSP = 1 opgelost. Deze methode wordt in principe

beschreven in Hartley en Rao (1967), sectie 5 en Harville (1977), sectie

6.1, hoewel in beide artikelen een iets ander type model dan het onze ge-

hanteerd wordt.

6.3 Resultaten van de methode van de grootste aannemeliljkheid

De meest aannemelijke schattingen van de varianties F%, W% en T2

J J
j=1,...,p worden gegeven in tabel 6 (in dmz).

3

gt -

JWij zijn veel dank verschuldigd aan de heer R. van der Horst, die een

computerprogramma voor deze berekeningen geschreven heeft.



Tabel 6 Schattingen van de wvarianties F?, W? en '1‘2
i blok 1 | Blauwe Slenk Falga | A. Vierlingh
| F% | 3,05 1,38 | 17,40
W2 ; 1,08 0,32 1,69
T% | 0,73 - '
. 5 . . |
F? _ ? . ' 16 l
W2 0,0008 1,74
; : . _ I
T 2 0,77
blok 3 | Blauwe Slenk Breesem | Falga A. Vlerllngh
F% | 3,09 ‘ : ﬁ , 26 |
W2 0,09 3,21
ﬁ 0,70
blok 4 Blauwe Slenk Falga A, Vlerllngh
J 0,77 ' 3,73
172 : 0,17 0,92
Tﬂ | 0,58

Het 1s duidelijk, dat het algemene beeld van tabel 4 wordt bevestigd.
Als we allereerst kijken naar de belangrijkste schatting nl. TZ, dan krij-
gen we voor de 4 blokken respectievelijk de schattingen 0,73, 0,77, 0,70
en 0,58, terwijl de schattingen volgens de momentenmethode respectievelijk
1,00, 0,60, 0,65 en 0,65 waren met als gewogen gemiddelde over de 4 blok-
ken 0,73. De opmerkingen in paragraaf 6.1 over de grotere nauwkeurigheid
van de meest aannemelljke schatters (t.o.v. schatters van de momentenme-—
thode) 11jkt hier dus enigzins geillustreerd te worden: het verschil
tussen de grootste en kleinste schatting is bij de momentenmethode geliijk
aan 0,35 terwijl dit verschil bij de methode van de grootste aannemelijk-

heid slechts 0,19 1is.

Als we vervolgens de meest aannemelijke schattingen van‘w%'bekijken

- J
zien we dat het beeld van tabel 4 weer bevestigd wordt. In het bijzonder

krijgen we steeds op de plaatsen waar in tabel 4 negatieve schattingen
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voorkomen, schattingen die dicht bij nul liggen (eerste twee decimalen

achter de komma zijn nullen).

Tenslotte vinden we bij de schattingen van F, de grootste afwijkingen

] 9

van tabel 4. Als we bijvoorbeeld de schatting van F 1n het eerste blok

5
bekijken (schip A. Vierlingh), dan geeft de momentenmethode een schatting
van 12,01 dmz,maar de methode van de grootste aannemelijkheid een schat-
2

ting van 17,40 dm . Dit verschil wordt veroorzaakt door het feit dat 1in de
loop van de iteratieve berekening van de meest aannemelijke schattingen wvan
de varianties de aanvankelijke schattingen van de dieptes ei =y + Ei veran-
deren, Het schip A. Vierlingh krijgt in de loop van het iteratieve proces
steeds minder gewicht 1in de schatting van de dieptes (vanwege de hoge schat-
tingen van de onnauwkeurigheid van dit schip). Dit heeft tot gevolg dat de
afwijkingen van de A. Vierlingh in de loop van de berekening nog geaccen-

tueerd worden.

Ter illustratie vergelijke we de resultaten van de eerste en de laatste

(33%) iteratie bij blok 1.

Tabel 7. Vergelijking van de schattingen van de varianties F?, W? en T2

b1y de 1€ en 33% iteratie voor blok 1.

e .. T ' i
| 1~ 1teratie} Blauwe Slenk |

| P, 3,74
| | J 2
W.

|

Zwarte Haan Breesem | Falga | A. Vierlingh

13,96
3,06

J 1,90 1,31
33% iteratie| Blauwe Slenk | Zwarte Haan A. Vierlingh

F.e | 3,05 ? = ; 17,40
Jo ; _ ; |
W. 1,08 ‘ ' 1,69
i, _
T 0,73
2

De schatting van F 1s in de loop van het iteratieproces opgeklommen van

5
13,96 tot 17,40. Ook is in deze vergelijkende tabel te zien hoe de schat-
tingen van de varianties, die aan het begin van het proces allemaal gelijk
genomen werden, in de loop van het proces steeds meer gaan verschillen

e . , e e . :
(na de 33 1teratie werd gestopt omdat van de 32 naar de 33 1teratie de
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schattingen gelijk gebleven waren in de 4° decimaal; het kriterium was:
: : . . -4
stoppen als de verschillen kleiner zijn dan .10 7).
We vergelijken vervolgens de schattingen van de dieptes bij de eerste

en laatste 1teratie voor blok 1.

Tabel 8. Schattingen van de dieptes bij de 1° en 33° iteratie voor blok ]

c

1 1teratie

e . )
33 1teratie

1 = 132,52 1 = 133,88
2 = 136,28 2 = 137,24 |
3 = 140,28 3 = 140,98
4 = 143,56 4 = 144,14
5 = 146,44 5 = 146,94
6 = 149,16 6 = 149,53
7 = 150,44 7 = 150, 31
8 = 151,60 8 = 151,72
9 = 152,80 9 = 153,35
| 10 = 151,88 10 = 151,65
11 = 149,60 11 = 149,40
12 = 148,88 12 = 148,93
13 = 144,96 13 = 145,04
14 = 144,60 14 = 144,17
15 = 141,16 15 = 140,99
16 = 136,88 16 = 135,84
17 = 120,24 17 = 119,64
18 = 118,20 18 = 117,76
19 = 116,32 19 = 115,29
20 = 114,20 20 = 113,71
21 = 112,96 21 = 113,18
22 = 39,36 | 22 = 37,86
23 = 33,96 | 23 = 34,30
24 = 31,28 24 = 31,56
25 = 29,96 25 = 30,44
26 = 28,28 26 = 28,86

Uit de tabel blijkt dat er soms aanzienlijke wijzigingen optreden.
Als we nu bijvoorbeeld nader bekijken wat er bij de meetpunten no. 1 en
no. 22 aan de hand was, dan vinden we voor de A. Vierlingh hier respec-—
tievelijk de metingen 133, 120, 126, 127, 130 en 36, 61, 36, 35, 59,
Het is duidelijk dat in de 33°% iteratie de lage waarden van de metingen
van de A. Vierlingh bij meetpunt 1 en de zeer hoge waarden gemeten door
dit schip bij meetpunt 22 minder invloed hebben op de schatting wvan de

dieptes ®



De methode levert dus tevens een soort detectiesysteem voor extreem uit-

vallende waarnemingen (zg. "uitbijters") op.
/. CONCLUSIES

7.1 Het algemene beeld dat uit beide analyses naar voren komt is, dat er

duidelijke systematische verschillen tussen de schepen zijn. Deze wvallen te

onderscheiden 1in:

a) verschil in nauwkeurigheid: in het bijzonder is de A. Vierlingh veel on-
nauwkeuriger te werk gegaan dan de andere schepen (zie tabel 4&).

b) verschillen in gemiddelde: hier springt duidelijk de Blauwe Slenk eruit

(zi1e tabel 1,2 en 3).

7.2 De overeenstemming tussen beide analysemethoder is goed. Het 1ijdt,

na de vergelijking tussen deze twee methoden geen twijfel, dat de tweede
(grootste aannemelijkheid) - in de toekomst toe te passen zonder verdeling
in blokken - superieur is. Voor dit doel is een computerprogramma in ont-

wikkeling, dat hier voor volledige blokken reeds is gebruikt.

7.3 De grootste bron van onnauwkeurigheid in het uiteindelijke resultaat

i : . : 2 . . ,
z1t, zoals 1n §2 reeds 1s opgemerkt, in de T . Houden wij rekening met

T2 = 0,7 dmz, dan 1s de 1nvloed hiervan op de gemiddelde gemeten diepte,

onafhankelijk van het totale aantal meetpunten, bij gebruik van 5 schepen,

die leder evenveel metingen verrichten, gelijk aan 0,70/5 = 0,14 dmz; dit

is een standaardafwijking van v0,14 = 0,37 dm. Deze is te groot om ver-
trouwen te hebben in een gevonden verschil van 0,5 dm tussen twee series

metingen. Nader onderzoek van het gevolg van het gedrag van de Tj 1n de

loop van de tijd i1s nodig om hierin (eventueel) verbetering te kunnen

brengen.

7.4 Persistentie van de Tj' Het huidige waarnemingsmateriaal strekt zich
slechts uit over twee dagen. Indien, op grond van latere meervoudige waar-—
nemingen zou blijken, dat de afwijking die nu voor de Blauwe Slenk gevon-
den 1s persisteert, dan moet het'mogelijk.zijn‘de oorzaak daarvan op te
sporen. Indien de afwijking niet persistent 1s, 1s de oorzaak, die tot het

nu geconstateerde verschil heeft geleid, wellicht niet meer te achterhalen.
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Dit behoeft dan echter niet te gelden voor latere eventueel te vinden sy-
stematische verschillen. Voor de opsporing van de oorzaken dienen dan spe-
ciaal daartoe te ontwerpen experimenten te worden uitgevoerd. De mate van
persistentie wvan de jj's 1s van essentiele betekenis voor de uiteindelijke
berekening van de nauwkeurigheid en deze dient dus mede op grond wvan verde-
re duplobepalingen te worden onderzocht. Deze conclusie sluit geheel aan
b1i] de beschouwingen op bladzijde 2 en 3 van het rapport '"'Foutembeschou-

wing aanzandings en erosieonderzoek' van de Studiedienst Hoorn van Rijks-

waterstaat,.

7.5 Verdere mogelijke punten van analyse van het huidige waarnemingsmate-

riaal zijn:

a) het nagaan van de invloed van "diep" en "ondiep', benevens de hier ach-
Cerwege gelaten analyse van steile stukken.

b) onderzoek naar systematische verschillen van viertallen en drietallen
schepen na verwijdering van de Blauwe Slenk resp. A. Vierlingh.

: 2 .
c) toetsing van Wj = 0 voor sommige schepen.

Deze verdere analyse lijkt echter minder belangrijk dan voortzetting wvan

het onderzoek op met nieuwe metingen ultgebreid waarnemingsmateriaal.
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9. INLEIDING

9.1 Aansluiting op het eerste rapport

De indeling van dit tweede rapport verschilt enigzins van die van het
eerste. De nummering van de hoofdstukken sluit echter aan. De tabellen zijn
vanaf dit punt voorzien van een nummering met het nummer van de paragraaf,

zodat z1ij] gemakkelijk zijn terug te vinden.
9.2 De lodingen.

De eerste analyse berustte op herhaalde lodingen van 5 schepen, ver-
deeld in 4 blokken, beschreven in hoofdstuk 4. Deze zijn genoemd blok 1,...,
blok 4. Wij noemen deze 4 blokken van waarnemingen tezamen: serie I.

Het vervolg van de analyse berust op 4 nieuwe blokken, (blok 5,...,blok 8),
tezamen serie II. Tussen beide reeksen waarnemingen in ligt een tijdsinter-
val van ruim 13 jaar. Serie II had in hoofdzaak betrekking op twee van de
schepen, die ook bij serie I waren gebruikt, nl. de Breesem en de

A. Vierlingh, terwijl in &é&n blok (nl. blok 7) ook de Blauwe Slenk was be-

trokken. Hieronder volgt een samenvatting.
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Tabel 9.2 De 8 blokken metingen

blok no I . D ‘ q

1 25 5 | 5
; |

i

2 37 5 )

3 ' 57 5 4

4 16 5 3

> 58 2 20

10

6 58 2 14

/ 58 3 10

8 57 2 | 10

n = aantal meetpunten
p = ' schepen

T herhalingen (vaarten).

)

weggelaten.

beschrijving

inlood
835,00
841,00

inlood
835,00

inlood
820,50

inlood
835,00

841,50

435 punten
t/m 840,00

t/m 841,75

6; punten
t/m 844,50

4; punten
t/m 834,75

/5 punten
t/m 840,50
t/m 843,00

lane 305; punten
237,0 t/m 265,0

eTl

266 ,0

lane 305; punten
237,5 t/m 266,0

lane 305; punten
237,0 t/m 266,0

lane 305; punten
237,0 t/m 265,5

In blok | 1s, in vergelijking met het eerste rapport,

Blauwe Slenk
/warte Haan

Breesem

Falga
A. Vierlingh

| Breesem

A. Vierlingh

Blauwe Slenk
Breesem
A. Vierlingh

Breesem
A. Vierlingh

nog één uitschieter
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Opmerkingen bij tabel 9.2.

Serie I (blok 1,...,4) is opgemeten op 2 en 3 maart 1976, blok 5,..,8
resp. op > oktober, 10 oktober, 20 oktober en 7 november 1977.
Bij blok 1,2 en 3 zijn tussen opeenvolgende geheelwaardige meetpunten tel-

kens 3 tussenpunten opgemeten en bij de blokken 4,...,8 telkens 1.

9.3 Het model

Het model dat voor de analyse 1s gebruikt is het in hoofdstuk 2 be-

schreven model. De 1n (2.1) voorkomende stochastische termen T.;gjk en e.

= ~1]k
geven wij 1in het vervolg aan als schipeffect, vaarteffect resp. puntmeetfout.

De bijbehorende varianties TZ,DWFZresp.I?fzworden in hoofdstuk 10 stuk voor

J J
stuk behandeld.

9.4 De gebruilkte analysemethode

In hoofdstuk 3 en 4 1s de momentenmethode gebruikt, eenvoudig en over—

zichtelijk, maar minder geavanceerd dan de in hoofdstuk 6 gebruikte methode

van de grootste aannemelijkheid. Verdere studie van het probleem heeft in-

tussen geleid tot het voltooien van een programma voor de z.g. MINQUE-
methode, die nog beter geschikt is voor onze analyse dan de twee andere.
Deze methode wordt beschreven in hoofdstuk 12. Ter controle zijn de schat-
tingen ook verricht met de momentenmethode; de overeenstemming was goed; de
verderop vermelde schattingen zijn die van de MINQUE-methode, op een enkel

punt aangevuld met een momenten-schatting.

9.5 De bedoeling van de analyse

In 7.3 1s ulteengezet dat de grootste bron van onnauwkeurigheid in de
variantie T2 zit, het schipeffect dus. Van groot belang is nu na te gaan of
de systematische verschillen tussen de schepen al dan niet persistent zijn
(zie 7.4). Dit noemen wij het persistentieonderzoek. Daartoe was het nodig

over een tweede serie meervoudige waarnemingen te beschikken, geruime tijd

na de eerste verricht.
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Verdere punten van onderzoek waren:

)

. LK
- onderzoek naar verschillen in nauwkeurigheid van diep, ondiep en steil 7 ;

- normaliteitsonderzoek met betrekking tot de puntmeetfouten;

- dlverse toetsingen, die in het vorige rapport nog niet waren verricht.

De uiteindelijk in dit rapport verkregen conclusies en schattingen wor-—
den verder gebruikt 1n een volgend rapport, waarin twee series (enkelvoudig
verrichte) lodingen van de Westelijke Waddenzee — met een tussenpoze van 5

jaar — worden onderzocht op in die tussentijd eventueel ontstane aanzanding

of ontgronding.

10. DE NAUWKEURIGHEIDSANALYSE

In dit hoofdstuk worden de numerieke resultaten vermeld, die verkregen

z1]n met de in hoofdstuk 12 beschreven MINQUE-methode.

10.1 Het Persistentie—onderzoek

Tabel 10.1;1 ... 10.1;3 bevatten de schattingen der Tj (de systema-
tische schip-afwijkingen voor serie I en II, voor de gehele blokken, de on-
diepe stukken en de diepe stukken afzonderlijk; voor serie II was ook een
steil stuk aanwezig, bij serie I waren er te weinig metingen op steile

gedeelten. De vermelde schattingen zijn

(10.1:1) Y'j' - Y...

en een deel van deze schattingen was reeds vermeld in tabel 2 op blz.9.

X . . | . ' . » ] . o . v o
) Ondiep: minder dan 60 dm. Diep en steil zijn niet altijd duidelijk te

scheiden. Dit 1s mede gebeurd op grond van grafieken en dieptekaarten.



Tabel 10.1;1 Schattingen van t. voor hele blokken

11

I'abel 10.1;2 Schattingen voor T.

1T

IL

*

X

Blok

* % X% %

* % % ok
D~ w N

by

0o ~N oL |

gem.

I D ¥
& X
W N -

*x
ras
*
*

Gewogen

o0~ Oy Un

oem.

- —— i h

B1.S1.

-1,33

-0,69
-1,22
-1,35

-0,55

~1,31

~04523

-0,67
~-0,71
-1,09
-0,85

~0,69

-0,92

-0,69

ol

J

~0,17
~1,11
~0,66
~0,52

~0,67

Schip

Breesem

0,77
0,42
0,30
0,75

0,47

0,11
0,4
0,20

0,49

0,32

voor ondiepe stukken

Schip

Breesem

0,58
0,39
0,81
0,88

0,41

0,41
0,71
0,43

0,69

0,50

1,27
0,71

0,99

0,83
1,85
1,46
1,21

27

-0,38
-0,50
-0,39

~0,93 |
0,11
0.09
~0,20 |

A.Vierl.

~0,57
~0,41
~0,51
~0,72

-0,82
-0,41
~0,02
-0, 43

-0,52

-0,41
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Tabel 10.1;3 Schattingen voor t. voor diepe stukken

J__
Schip
Serie ; Blok B1.S1. Zw.H. Falga ‘ A.Vierl.
- -2.,06 0,95 | 0,81 | 0,19 | 0,10
. - -0,67 -0,63 0,44 1,21 -0,35
- -1,27 | 0,52 0,06 1,18 -0,50
-1,58 | 0,64 0,70 | 0,48 -0, 24
* * 5 0,50 ’ -1,00
. | 6 ~0,14 0,14
- 7 0,32 | 0,21 0,11
8 | . -0,13 | * 0,13
T Gewogen -1,47 | 0,52 0,40 0,81 ~0,27
gem‘ . _OS 33

Tabel 10.1;4 Schattingen voor 1. voor steile stukken in serie II

Schip
_ Serie Blok Bl1.S1. Breesem | A.Vierl.
i . % 5 0,50 ~1,00
T 6 0,11 ? -0, 11
x % 7 | -0,82 0,46 | 0,36 |
-0,59 |
-0, 31
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dat er geen systematische verschillen tussen de betrokken schepen waren
(TIMT2=...MT ). Eé&n sterretje betekent verwerping van deze hypothese op

%
grond van een overschrijdingskans <0,01; twee sterretjes betekent over-—

schrijdingskans <0,001. De overschrijdingskansen waren een aantal keren

zelfs van de orde 10m6. Er 1s dus geen twijfel aan het bestaan van systema-

tische verschillen. *) Ook de persistentie is zeer duidelijk. Niet alleen

geeft de Blauwe Slenk ook in serie II (blok 7) net als in alle blokken van
serie I de laagste getallen te zien, ook is zowel in serie I als II de ge-
schatte waarde van T voor de Breesem bijna steeds groter dan die wvan de

A. Vierlingh. Daar de waarnemingen in serie II wvan blok tot blok met tussen-
pozen van | 8 2 weken zijn verricht, wijst de overeenstemming tussen deze
blokken ook op persistentie op korte termijn.

Verder valt het op dat de splitsing in diep en ondiep geen duidelijk effect
heeft: de schattingen vertonen in beide gevallen, en ook in de steile stuk-

ken, eenzelfde patroon. Samenvattend concluderen wij:

Conclusie 10.151: de systematische verschillen tussen de schepen zijn zeer
duidelijk.

Conclusie 10.1;2: deze verschillen zijn duidelijk persistent zowel op korte

termijn als over de betrokken (tussenliggende) periode van ruim 1} jaar.

Conclusie 10.1;3: er is wat de waarde der Tj betreft geen reden om te con-

cluderen tot een verschillend gedrag in diepe, ondiepe en steile stukken.

: , 2
10.2 Het schipeffect; schatting van T

. . : 2 : , ..
W1i] geven nu de schattingen van T, de variantie van de T.. Deze zijn

]
voor serle I enigszins verschillend (en wel wat hoger) dan in tabel 6 op
blz. 18. Dit wordt veroorzaakt door de overgang op de MINQUE-methode, die
betrouwbaarder is dan de vroeger gebruikte methoden. I.h.b. heeft de methode

van de grootste aannemelljkheid (waarop tabel 6 berust) de neiging deze

varianties te onderschatten.

*)

Ook wanneer men 1n serie I de Blauwe Slenk weglaat blijven de overschrij-
dingskansen voor de overige 4 schepen zeer klein; bekijkt men alleen Breesem

en Vierlingh dan worden zij aanzienlijk groter, net als bij serie II (vgl.
ook 10.4).



30

2

Tabel 10.2 Schattingen van T

LT

11

IT

£ W N 0o ~N Oy i e B o DO 00 ~ O n 2~ WM

Q0 ~d O

diep/ondiep

totaal

totaal

ondiep

ondiep

diep

diep

58
53
58
o7

15
13

21
22
39
11

26
27
25

26

N W NN

b U1 U Ui

b U U Un

BN W NN

N,

o

1,17
0,25
0,88
0,80

1,09
0,01
0,01
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Opmerking 10.2

Op twee plaatsen (blok 6 totaal en blok 8 diep) komen schattlingen van

de waarde 0 voor. Die wordt veroorzaakt doordat de formele uitkomst wvan de
betrokken schatting negatief was — wat bij de gebruikte schattingsmethode

voor kan komen (vgl. ook blz. 5, laatste regel) —-; daar negatieve varian-

ties niet mogelijk zijn is in zulk een geval de waarde 0 de beste schatting.

, 2 . . : , :
De schattingen van T lopen aanmerkelijk uiteen, vooral in die gevallen

waar het aantal schepen of het aantal meetpunten wat kleiner i1s. Het meest
consistent 1s serie I zonder splitsing naar diep en ondiep. Wij hebben 1in

10.1 gezien dat er wat de Tj betreft geen speciale reden is om onderscheid

te maken tussen diep en ondiep. (Dit zal verderop wel het geval blijken te

zijn voor de puntmeetfouten.) Wij zullen dus hier de splitsing naar diep en

: , . . : 2 .
ondiep niet meer hanteren. Bekijken we nu de schattingen voor T voor serie

I en IT (beide ''totaal') dan zijn de schattingen voor serie II lager dan

voor serie I. Daar serie II echter slechts op (in hoofdzaak) 2 schepen be-

: . . : 2 :
rust en serie I op 5, moeten wij onze schatting voor T wel op serie 1 ba-

seren. Ook andere overwegingen wijzen in deze richting. Bij serie II 1is
meer dan normaal aandacht besteed aan de precisie wvan de plaatsbepaling.

Ook kan door het egrote aantal vaarten routinevorming zljn opgetreden. De
» & L 9 » L L @ & A2 »
grotere precisie bij serie II, die ook verderop bij de schattingen F~ (z1ie

10.4) naar voren komt, kan niet naar het verleden toe op vroegere waarne-

mingen worden geextrapoleerd. Serie I sluit dus nauwer aan bij de routine-

: : : 2 . . . .
metingen waarop de variantie T uilteindelijk moet worden toegepast. De on-

nauwkeurigheid van de schattingen 1n aanmerking nemend komen wij tot

Conclusie 10.2: bij de berekening van de nauwkeurigheid van gemiddelden van

door verschillende schepen verrichte lodingen 1s het redelijk de grootheid

T2 te stellen op 1 dmz.

10.2 Het wvaarteffect; schatting wvan sz

In tabel 10.33;1 staan de schattingenﬁjz

kolom p, die het aantal schepen aangeeft is hier overbodig. Overigens heeft

van de vaart—-varianties. De

de tabel dezelfde vorm als tabel 10.2. Voor serie I, totaal zijn de uitkom-

sten te vergelijken met die wvan tabel 6 op blz.18. De (geringe) verschillen
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worden veroorzaakt door het gebruik van de MINQUE-methode. De schattingen

z1l]n nu iets lager geworden dan bij de methode van de grootste aannemeli1jk-

~2

heid. Dit klopt met het feit dat de T groter zijn: alle varianties tezamen

moeten de totale variatie vormen, dus wordt €&n type groter geschat dan

wordt een ander kleiner.

De sterretjes in de tabel geven de resultaten aan van toetsingen, waarbi j

telkens de hypothese getoetst is dat er geen vaarteffect was (W,Z"--“O) . Eén

J
sterretje betekent: overschrijdingskans < 0,01 , twee sterretjes: < 0,001.

Aangezien bij het toetsen steeds twee kwadratensommen met elkaar vergeleken

~ 2 .
worden waarvan de groottes corresponderen met de groottes wvan Wj respectlie-
N .. .y :
velijk Fj » 21]n de overschrijdingskansen niet zonder meer monotoon met de

~ 2

absolute groottes van W.“. In grote lijn valt dit verband echter wel dui-

;
delijk te constateren.
Tenslotte valt nog op te merken dat bij serie IT het aantal meetpunten (n)
van ondiep en diep samen kleiner is dan van totaal. De oorzaak hiervan 1is

dat een aantal "'steile punten'" van "totaal niet in "diep" of "ondiep" zijn

meegenomen. De stelle gedeelten zijn niet apart beschouwd omdat het aantal

meetpunten gering was.
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Tabel 10.3:1 Schattingen van W.z

J

blok | diep/ondiep | n | q WIZ : ﬁzz ﬁBZ | ﬁ42
] 25 5 11,02%%x | 0,109 a0,65** 10,33** 1 ,62%%
ol 2 toraal | 37 2!l 0 | O 0,18 0 1, 19%x% |
i 3 aa 57 410,09 |0,005(0,12 |0,006 | 3,29%x
4 16 | 310,15 0 0,04 0,05% | 0,96% |
5 53 %8 S - — | 0, 14%x% I _ 0327**|
6 . 58 14 L L 0,59%x% — O,24%x% |
L7 totaal |53 | 10 |0,204x| __ |o,01 | — |o,01 |
8 57 10 — 1 0,95%% | — | 0,23%x |
1 4| 5|2,22%% | 0,75% [ 1,15 | 0,38 | 1,66%%
2 ondien 15 | 2 10,08 0,68% | 1,42%x | O I ,30%* |
3 b 18 4, 0 0,08 {0,15 [0,02 | 2,97%x |
4 5 3 10,25%x | 0,51 |0,42 | 0,03 1, 13%%
: 23| 18| — | — |ost6er| — | 0,090 |
© ondiep 22 ta | — o 0,58%x T 0, 31%x |
7 e | 24 10 | 0,25%% — 0,12%% — 0,11
8 22 10 | — — 1 0,48xx | — | 0,35%x% |
1 21 | 5 | 1,37 ‘
2 lie 22 | 2 10,08
3 P 1390 400,14
4 11 ] 3 | 0,44% |
S S———
5 26 {TS _
6 die 27 14 — —— 0,63** e 0315
7 P 25| 10 |0,53% — | 0 — 0,02
8 26| 10 | — — | 2,19%%x | — 0,13%

(Zie voor de waarden O opmerking 10.2.)

Vervolgens zijn de gewogen gemiddelden van de schattingen berekend volgens

de formule bovenaan blz.7. Deze formule is ontleend aan de momenten—-methode,

maar dit valt te rechtvaardigen omdat de momenten-schatters redelijk goed

blijken overeen te stemmen met de ﬁ.z 1n tabel 10.3;1.

J
ters zi1jn niet eveneens 1n dit rapport opgenomen omdat zij geen nieuw licht

(Deze momenten—schat-

op de zaak werpen; zij] zijn wel ter controle berekend en telkens met de

andere resultaten vergeleken.)
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Tabel 10.3;2 Gewogen gemiddelden van de ﬁ.z

J

iserie | diep/ondiep ' | ' -ﬁ42 ﬁSZ |

! I totaal i ,35 0,10 | 2,32 ,
B

I ondiep 0,03 ” 2,22 |

| 1T , ondiep — : 0,22 |
I mwwmg;ep 0,15 2,63
diep — 0,16

Bezien wij nu de resultaten, dan vallen de volgende verschijnselen op.

.. ~ 2 A . . :
In de eerste plaats zijn de Wj en sz bij serie I veelal hoger dan bij

serie IT.

Dit verschijnsel deed zich ook bi1j de T~ voor en wij verklaren het, evenals

diep en ondiep. Dit zal bij de punt-meetfouten wel het geval blijken te zlin.

Voor verder gebruik bij berekeningen met in het verleden verrichte lodingen
L. 2 :

valt, evenals bij T~, rekening te houden met de resultaten van serie I. Wij

komen daarbij tot de volgende globale richt-waarden (waarbij de A. Vierlingh

Conclusie 10.3;1: als globale waarde voor sz voor schepen, die in het ver-

_ J
leden lodingen hebben verricht is de waarde 0,5 dm2 redelijk.
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Conclusie 10.352: voor de A. Vierlingh dient een grotere waarde te worden

gebruikt; we stellen deze op 2,5 dmz.

Opmerking. De "'totaal''-waarden zijn geen gemiddelden van de ''diep''- en
"ondiep''-waarden. Het komt voor, dat de twee laatstgenoemde waarden beide

groter zi]n dan de eerstgenocemde. Dit berust niet op rekenfouten.

10.4 De puntmeetfouten: schattingen van F.2

_J

In tabel 10.4;1 en 10.4;2 staan de MINQUE-schattingen der F.z, voor de

J
blokken afzonderlijk resp. gewogen gemiddeld over de blokken volgens de for-

2 2 : : ..
mule op blz. 6 voor Fj . De schattingen van serie I, totaal zijn te verge-—

lijken met die in tabel 6 op blz. 18, met dien verstande dat in blok 1 nog

een ultschieter 1s weggelaten (zoals reeds vermeld in een voetnoot bij tabel

9.2).
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Yy

Tabel 10.4;1 Schattingen van F.
—_—— )

. serie

11

IT

OO0 ~J Oy n

S O I S

= W N

0O ~d Oy n

- Nl

diep/ondiep

ondiep

ondiep

diep

diep

24

23

22

22

21

22

39

11

| W~ w;

3,34

1,68

O 94

228

0,46

3,45

2.01
4,05

NN

0,57
2,40
0,76

N

3,45

2,84 |

3,14
3,90
1,99

0,92
2,21
1,23
3,86

0,24
0.4]
0,81
1,13
3,18
4,32

44,75
2,65

1,23

3, 46

9,72 |

11,13

15,28 |

1)

4,36 |
11,40
3,77 |

2,76
3,12
2,05'
2,15

0,49 |
0,37 |
2,54
0,45 |

0,28

0,81
] ZSj
0,87

7,14
4,17

4,75 |
4,09
2.18
2,13




Tabel 10.4;2 Gewogen gemiddelden van de F

serie diep/ondiep F : F

IT totaal | 4,57 _ ——

ondiep f 1,16 1,67

T diep 3,40 | 3,62 4,01 3,01 12,23

fed

Al

Opvallend is 1in beide tabellen dat de nauwkeurigheid van de metingen in de
ondiepe stukken veel groter is dan in de diepe. De stelle stukken zijn niet
apart verwerkt: na verwijdering van uitschieters (hierover meer in hoofd-
stuk 10.5) gedroegen de steile stukken zich ongeveer als de diepe. Verder
valt op dat voor Breesem (schip 3) en A. Vierlingh (schip 5) de nauwkeurig-
heid b1ij serie II aanzienlijk groter was dan bij serie I; voor commentaar
hierop vergelijke men 10.2. Bij] beide series was de Breesem nauwkeurilger
dan de A. Vierlingh. Ook hier dus persistentie van het verschil. De Blauwe
Slenk (schip 1) wvalt uit de toon, wat wellicht te wijten 1s aan het feit

dat hij maar bij é@én blok (no. 7) wvan serie II heeft meegedaan.

Onze conclusies luiden:

Conclusie 10.4;1: voor alle schepen 1s de puntmeetfout in ondiepe gedeelten

aanzienlijk kleiner dan in diepe en steile gedeelten.

Conclusie 10.4;2: de A. Vierlingh meet in serie I minder nauwkeurig dan de

andere schepen; in serie II blijft dit verschil, althans in vergelijking

met de Breesem, bestaan.

Conclusie 10.4;3: indien extra zorg aan de metingen wordt besteed (serie II)

wordt de meetnauwkeurigheid positief belnvloed.
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Conclusie 10.4;4: als globale waarde van sz van schepen, die 1n het verle-
den lodingen hebben verricht is de waarde 4 dm2

stukken kan de waarde 2 dm2 aangehouden worden.

redelijk. Voor ondiepe

Conclusie 10.4;5: voor de A. Vierlingh die nu hogere waarden in rekening te

- , . 2
worden gebracht voor diepe en steile stukken: 12 dm2; voor ondiep 1is 2 dm

acceptabel, als globale waarde zonder onderscheid tussen diep en ondiep

10 dm 2.

10.5 Normaliteitsonderzoek

Met behulp van de residuen: Yijk - Y:i'_j - Y ik + Y i die geen syste-
matische termen meer bevatten en dus ook gediend hebben voor de schattingen

F 2 { 7 1 P
Fj , werd, telkens bij vaste j, dus voor de schepen afzonderlijk, tevens

voor afzonderlijke blokken, een onderzoek gedaan naar de normaliteit van de

* )

verdeling van de puntmeetfouten. Dit geschiedde door uitzetten wvan de
residuen op normaal waarschijnlijkheidspapier. In geval van normaliteit
behoren de verkregen punten bij benadering op een rechte 1lijn te liggen.
In de figuren 10.531,...,10.5;4 (die wij hierna afzonderlijk bespreken)
behoort de getrokken rechte lijn bi] de normale verdeling die op grond van

gemiddelde en variantie 1is aangepast.

Fig. 10.5351 1s redelijk representatief voor de grafieken die voor de meeste
schepen werden verkregen. Er is geen reden om niet met een normale verde-
ling als model te werken. Afwijkingen in de staarten van de hier optredende
aard komen ook bij] steekproeven uit nauwkeurig normale verdelingen voor.
Niettemin 1is het interessant na te gaan van wat voor type de punten zijn

die de grootste afwijkingen van O vertonen. Deze zijn in de figuur genummerd

l, 2 en 3 en, zoals daar ook vermeld staat, komen | en 2 uit een diep stuk

en 3 van de rand van een geul. Wij merken nog op dat in de eerste drie

figuren alle residuen meegenomen zijn; daarom gaan de lijnen door het punt

(S

O. Bij de bespreking van fig. 10.5;4 komen we hier nader op terug.

_,,ﬁ )

Voor de schip- en vaarteffecten waren zoveel minder waarnemingspunten

beschikbaar dat dit onderzoek daarvoor niet uitgevoerd 1is.
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Fig. 10.5;2 1s een voorbeeld van zeer goede aanpassing van de normale ver-—

deling. Hier 1s geen uitschieter te bekennen.

Fig. 10.5;3 komt overeen met 10.5;1, maar nu voor de A. Vierlingh. Hier 1is
geen sprake van normaliteit, aan beide zijden vallen uitschieters te zien
en de punten vormen een duldelijke S-vorm in plaats van een rechte 1lijn.
Interessant 1s nu het resultaat van het onderzoek van de uitschieters. De
punten 1, 2, 3, 4 en 6 blijken de 5 residuen te zijn, die bij &é&n meetpunt
behoren, dat op de rand van een geul ligt. Het is dit punt, dat bij de in
vorige hoofdstukken beschreven berekeningen is weggelaten. Het is tevens
punt no.3 van fig. 10.5;1. Opvallend 1is dat de Breesem — en andere schepen -
veel minder last van dit meetpunt hebben ondervonden dan de A. Vierlingh.

Punt no.5 1n fig. 10.5;3 is weer van een diep gelegen meetpunt afkomstig.

Fig. 10.534 1s uit fig. 10.5:;3 verkregen door het bewuste aan de rand van
een geul gelegen meetpunt weg te laten. Verder is &é&n kolom van de 5
kolommen residuen weggelaten. (Er was 5 keer gevaren; iedere vaart gaf &én
kolom residuen.) Op die wijze worden de afhankelijkheden tussen de residuen
verminderd: oorspronkelijk waren de kolomtotalen gelijk aan O (sommering
over 1) en de rijtotalen ook (sommering over k). Nu i1s dat niet meer het

geval en de aangepaste rechte 1lijn gaat nu ook niet meer door het punt O.

Zo wordt een van de ergste uitschieters gekulste maar tevens op een realis-
tischer aantal residuen gebaseerde grafiek verkregen. Deze ziet er aanzien-
l1jk gunstiger uit dan de vorige. Toch zi1jn er nog verdachte punten over.
Deze blijken bij nader onderzoek afkomstig van 3 meetpunten, alle 3 uit

diepe gedeelten.

Conclusie 10.531: het waarnemingsmateriaal bevat uitschieters, die de meet-—
nauwkeurigheid ongunstig beinvloeden, maar deze liggen niet in ondiepe ge-—

deelten.

Conclusie 10.53;2: van de 5 onderzochte schepen heeft de A. Vierlingh het

meeste last wvan uilitschieters.

Conclusie 10.5;3: afgezien van, of na verwljdering van de uitschieters kan
voor de verdeling van de puntmeetfout zonder bezwaar een normale verdeling

genomen worden.
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I1l1. Conclusies van algemene aard

Naast de 1n de vorige hoofdstukken vermelde specifieke conclusies for-
muleren wij er hier nog enkele van algemene aard, die tevens kunnen dienen

als aanbeveling bij verdere statistische analyses van lodingen.

Conclusie 11.1: het is nuttig de meetpunten te splitsen in "diepe'" en

'ondiepe', waarbij de '"steile'" bij de "diepe" kunnen worden ingedeeld.

Conclusie 11.2: de onbetrouwbaarheid van de metingen in geulen ("diep" en

'steil") is zo groot, dat over de inhoud van geulen grote onzekerheden
blijven bestaan. De platen daarentegen ("ondiep') lenen zich veel beter

voor het trekken van conclusies over aanzanding of ontgronding.

Conclusie 11.3: het (overigens voor de hand liggende) feit dat specilaal

meetpunten op de rand van een geul verraderlijk zijn wordt vermoedelijk ver-

oorzaakt door fouten in de plaatsbepaling van het schip.

Conclusie 11.4: de meervoudige metingen wekken het vermoeden dat de meet-—

nauwkeurigheid verbeterd kan worden door extra zorg bij] de metingen.

Conclusie 11.5: voor toekomstige metingen is het wvan groot belang regelmatig

meervoudlge waarnemingen te verrichten.

Conclusie 11.6: het opsporen van de oorzaken van systematische verschillen

tussen de meetuiltkomsten van verschillende schepen 1s van groot belang voor

de in de toekomst te verrichten lodingen.

Een aantal van deze conclusies is van invlioed geweest op de analyse van

11 . y * o »
aanzanding of ontgronding', die in een ander rapport wordt beschreven.

12. APPENDIX

12.1 De iteratieve MINQUE-methode

De letters van het woord MINQUE corresponderen met "Minimum Norm

Quadratic Unbiased Estimation'. We zullen hier kort enige aspecten van deze

methode beschrijven (aan de hand van [8] en [91]).
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Op pagina 14 en 15 is het door ons gehanteerde model geschreven in
een vorm die we nodig zullen hebben voor het beschrijven van de MINQUE-

methode. Deze vorm was

P P
. 1. Y = X6 + + . W. + . €.

(12.1.1) Y = X6+ U+ ) Ups W, ) Us: e

]=1 J=1
waarbij Y de lexicografisch uitgerolde kolomvector van waarnemingen }’_ijkwas,
T = (E],.,.,Ip)' de vector van schipeffecten,
35 = (yjl,...,yjq)' de vector van ''vaarteffecten'" van schip j, j = l,...,D,
Ej (Eljl""’gqu"'"Enjl""’gnjq) de vector van puntmeetfouten wvan
SChip j, j = 19**“5P9
0 = (6],.,.,8n)' de vector van werkelijke dieptes op het traject en X, Ul’

U2j en U3j*matrices gevuld met enen en nullen (''design matrices'), waarvan
de vorm gegeven 1s op bladzijde 15 bovenaan.

Bij een model waarin verschillende aantallen vaarten per schip worden toe-
gelaten, krijgen dematrices X, Ul’ U2j en U3j (en ook de vectoren w. en e.)

e
~] —J]
een 1ets ingewikkelder gedaante, waarop we hier verder niet in zullen gaan

(de wijzigingen zijn voor de hand liggend, maar vergen veel ruimte om te

beschrijven). Onder demodelveronderstellingen (zie § 9.3) heeft Y verwach-

ting X6 en covariantiematrix

2 O 5
. 1. = '+ .. U, + T Ul. .
(12.1.2) V=TUU j;l wJ UZJU2J jél F U3JU3J

De aanname van normaliteit wordt hierbij niet gebruikt.

Het door ons gehanteerde model is dus een speciaal geval van het vol-

gende algemene model

(12.1.3) Y=Xg+U g + ...+0U §&

k =k’

waarbl] Y een n—vector van stochastische variabelen is, X een gegeven n Xm

matrix, B een m—-vector van onbekende vaste parameters, U. een gegeven

1

n><ciwmatrix, §i een c.,—vector van ongecorreleerde stochastische variabelen
L : , 2 . ' : : :

met verwachting O en variantie o, en waarbij E g. gj' = 0 als i # j (zie

[8]). Als we schrijven U = CUIE...Fuk) en §' = (;;E...Egi) (gepartitio-—

neerde matrix en vector), kunnen we het model schrijven in de korte vorm
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(12.1.4) Y = XB + UE.

Hiervoor geldt:

2 2

(12.1.5) EY = X8, D(Y) = o Vl + ... + O Vk’
waarbij D(Y) de covariantiematrix van Y aanduidt en Vi = UiUi.?Het schatten
van de onbekende varianties T2, W% en F? in (12.1.2) correspondeert dus met
het schatten wvan 0? t/m.ci 1n (12%1.5). ,

In plaats van het schatten van de afzonderlijke 0. bekijkeg'we nu ﬁet2
algemene probleem van het schatten van een lineaire functie POyt ... P Oy
van de varianties Ui'met een kwadratische functie Y'AY, waarbij A een sym-

metrische matrix 1s. De MINQUE-methode is gebaseerd op de volgende criteria.

1) Translatie—invariantie. Dit betekent dat de schatting ongewijzigd blijft

als de parameter B veranderd wordt. Deze voorwaarde is vervuld als AX =0.

Dan geldt namelijk
Y'AY = (Y-XB)" A(Y-XB)

voor wlillekeurige waarden van R.

2) Zuiverheid. Dit houdt in dat
k
EY'AY = p.O.

1 1
1=1]

Als AX = 0, geldt:

k
E £'U'AUE = ) FE E!U'AU

EY'AY = LE.
— = = = . 2171 131
1=
£ 9
— |
'2 0, Spoor (UiAUi).
1=1
Dus als we eisen dat spoor (ULAUi) = P> 1 =1,...,k, is Y'AY een zuivere

k . 1
schatter van . pP.0..
1=1 1 1
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3) Minimum norm. Stel dat we de stochastische vectoren él""’gk kenden,
k 2
dan zou een goede schatter wvan Zi"l p.0. gegeven worden door

k
e hg = ) (p;/cy) & E.,

— =1 =1
1=1

waarbij A een diagonaal-matrix is met als eerste C diagonaal elementen

steeds p,/c,, als tweede c, diagonaal elementen steeds p,/c,, enz. t/m

Cre diagonaal elementen pk/ck. We kunnen dus het verschil tussen Y'AY =

= £' U'AUE en £'A £ "klein" maken door A zo te kiezen dat een "norm"

IU"AU-All minimaal wordt. Als norm |l ...l van een matrix B kunnen we bij-

1
voorbeeld de Euclidische norm lIBll = {Zi jbij}z kiezen, als B uit de ele-
-

menten bij bestaat.
Stel V = V1 + ... t Vk’ dan geldt voor deze norm:

| U AU-AIl © = spoor{ (U'AU-A) %} = spoor ((AV)2) — spoor (A2).

k 2

Een MINQUE-schatter XfAz;van Zim]pioi wordt nu gevonden door de matrix A
zodanig te kiezen dat spoor ((AV)Z) minimaal wordt onder de nevenvoor-
waarden

AX = 0

SPOOY (AVi) = P> 1 =1,...,k.

Afhankelijk van de gekozen norm krijgen we echter verschillende MINQUE-

schatters. Het bezwaar van de norm spoor {(U'AU-A)Z} 1s, dat hierbij de

stochasten éi niet gewogen worden naar hun variantie. Stel G, 1s de stan-
daard afwijking van de componenten van &; en stel A 1s een diagonaal-

matrix met als eerste C diagonaalelementen steeds T als tweede C,

: 2 . .
diagonaalelementen steeds Cps €nz., dan li1jkt een betere keuze voor de

norm te zijn:

1 1
| A% (U'AU-8) A% © = spoor ((AV*)Z),

waarbij vV, o= U? V1 + ... + i Vk de eigenlijke covariantie-matrix is. In

dat geval kijken we eigenlijk naar het wverschil
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1 1 i 1
T'IVA:ZU?AUA"ZT] _ nvAzAA:aIl,

L ambaniinny

waarbij n' = (D;E‘*'E_i) bestaat uit de gestandaardiseerde stochastische

- ] . . . 2 2 .
vectoren . §£.. Aangezien de varianties o 1nhn0k echter onbekend zijn,

1 =1 ]
" » - @ * 2 2
moeten blij toepassing van dit type norm aanvangsgewichten aan o I

worden toegekend. Een voor de hand liggende methode is om te starten met

de ongewogen Euclidische normHU'AU*AHZ,IMINQUEwschattingen §§ van de
, : : 2
varlanties Gi te berekenen en vervolgens MINQUE-schattingen van Z?“lpidi
1 1 =
te berekenen met behulp van de normlL&zCUfAUwAlgﬂl*waarbij_£ van de

: : 2 : ~2
bovenbeschreven vorm is met i.p.v. o, de schattingen . .

1 1
herhaald worden, bijv. tot de schattingen stationair zijn over twee op-

t/m o

Dit proces kan

eenvolgende iteraties (zg. iteratieve MINQUE-methode). Aangezien M\ sto-

chastisch is, wordt op deze wijze de te kiezen matrix A ook stochastisch
(notatie A), zodat we in plaats van met de schatter Y'AY te maken hebben
met een schatter van het type Y'AY. Het is duidelijk dat deze schatter
vanwege de afhankelijkheid van A en Y niet noodzakelijk zuiver is. De zo
verkregen schatter heeft echter wel de belangrijke eigenschap dat hij
een stationalr punt van een marginale aannemelijkheidsfunctie (zie 12.2)

oplevert. Tenslotte is ook de volgende elgenschap van groot belang.

4) De MINQUE-schatters zijn nauwkeurig (d.w.z. hebben i.h.a. een kleine

: . 2
variantie) als de stochasten £. een normale N(O,o.

=1 _ 1

Ici) verdeling hebben

(en onderling onafhankelijk zijn). De variantie van Y'AY is dan namelijk

(voor niet-stochastische A) gelijk aan

k  k
V(Y'AY) = V(£'U'AUE) = 2 ) Y of 0% spoor (AViAVj) =

L L

= 2 spoor (AV*AV*),

2 2

waarbi] V.= o Vl toae. +o0p Vk de covariantie-matrix van Y is. Aange-

zien bij de iteratieve MINQUE-methode een ultdrukking van de vorm

: . | kL2 . : .
spoor (AWAW) met W = Zi“l gizviwordt geminimaliseerd, als functie wvan

A, zal de voorwaardelijke variantie van de 1teratieve MINQUE-schatter
~2 , : . . ,
dys°++58, = 2 1.h.a. klein zijn (en wel des te kleiner

2 2
o

L
L

gegeven

Q)

2
1 _
naarmate Arseeesd minder van de werkelijke varianties g

ver—

17" k

schillen).
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Zij nu H een positief definiete nxn matrix en X van volledige rang
- . . .. : . . - — - 1
(zodat X'H 1X ook positief definiet is) en zij P = X(X'H 1X) ]X'H \

Dan geldt het volgende Lemma (voor het bewijs zie [7] p. 114).

LEMMA. Het minztmum van spoor (AHAH) onder de nevernvoorwaarden

{AX=O

spoor(AVi) = P 1 = 1,...,k
wordt bereikt voor A = Z?m] Ai RViRﬁ waarbtj R = HMI(IH*P) en

A = (ll,...,kk)' bepaald wordt uit de vergelijking

S)A = (pl,...,pk)'

met S een matrix waarvan het ije element gelijk 18 aan spoor (RViRVj).

Uit het Lemma volgt dat voor een matrix H = a]vl + ... + aka met gege-—
ven begingewichten Oy s e 50y VOOT de varianties c%,...,cﬁ de MINQUE-
schatter wvan Zipicg gegeven wordt door

k
Y= ) X.Y'RV.RY.

9
-+
D
'—l
=
I
<
0
.
o
<
-
!
.
-
c
p —_—y
O
-

P = (Pl,-u-,pk)', dan geldt dus

S
>
<4
I
>
-
I
do
7
-

Hieruit volgt dat de MINQUE-schatter voor een willekeurige lineaire com-

k 2 k ,3.-.,2 ¢ - .,.-.,2 .....2 "'""1
;=1P;0; gegeven wordt door Zimlpigl’ waarbij (gl,...,gk) =S "u.

Hiermee is het probleem van het vinden van MINQUE-schatters 1in principe

binatie ¥

opgelost. Als we echter de methode indeze ruwe vorm zouden programmeren,

zou de methode voor het schatten van de varianties 1n het model voor de

analyse van de lodingen in de Waddenzee buitengewoon kostbaar worden. De

matrix H = Z?ml “iVi zou bijvoorbeeld voor blok 3 - inlood 4 (zie pagilina

7) een 1140 X 1140 matrix worden, die zou moeten worden opgeslagen, gein-

verteerd en vermenigvuldigd met andere matrices (zoals 1in
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—1,\"1 - . . .. : ,
X(X'H 'X) 'X'H 1). Daarom zi1jn deze matrixinversles en vermenigvul-

{

digingen met de hand uitgevoerd (gebruikmakend van de speciale structuur

van de matrices). Dit leidt tot de volgende formules. Z17

>
(12.1.6) H Ylvl + z YZjVZj + 'z

= Ya:Vaes
12 s=p 23 3]

. .. _ : , . P . .
waarbij Vl UIUI’ Vij UlleJ 1 2,335 7 lye..,P, en waarbij Yo
YZJ’YBJ uitgangsgewichten zijn voor het schatten van de varianties. Y
correspondeert met T2, yzj"metW§ en*YBJ:met F?. Z1] P=X(X"H IX) 1XH 1,
R = (I*P) en S een (2p+1) x (2p+1) matrix die als volgt is opgebouwd

S;; = spoor (RVIRVI)’

Sl,l+j = Spoor (RVIRVZj)’ ] = 1l,0c.,D,

31,1+p+j = SpPOOYT (RVIRVBj)’ ] = lyeee,p,

Sl+j,1+k = SpPOOr (RVZJRVZk) 3] =1,...,p3 k=1,...,p,
Sl+j,1+p+k = Spoor (RVZjRVSk)’ ] =1,...,p; k =1,...,p,
S.. = S.., 1 = 1,...,2p+1; J = lye..,2p+l.

1] Jji

Dan geldt:

_ 22 01:(2)
S;; = 0 63 + 5
waarbi j G(i) (a /(nqg.y,+ny.,.+Y .))i 1 = 2,3, q. het aantal
J--l jb 23 73377 72 SR
vaarten van het j€ schlp 1s (merk op dat het aantal vaarten per schip
_ <P .
mag varieren) en 63 ijl qj/(nqjy1+ny2j+y3j).
" 3
n q. | ng) 2q .
S = — {1 + - .
1, 1+] 62 - 62 6363. ?
3 3 ]

waarbij [SBj =ng. v, * nyzj + Y3j’ ] =1,...,p.



waarbij €

ng . I1q .
_ 13 M523
I+3+p, 1+3+p 2 Yn:Enqo-
Y3; 3] 3]
g .
3
6363j

37~ ™23 T Y35

2 2
q. (n—-1)q.
S apti 1apik = | T 53 N :
p+j,1+p n
3733 3k (Y3Y3jY3k)
k
Z1j] verder
= V! = v -
u, = Y'RV RY, U, Y RVZjRY, 3 ]
enl
u = Y'RV,.RY, j =1l,...,p.

2

il
———

l,...,p en ] # k.

47
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Dan geldt:
2 )
U.l = 1l . N
]=1
19
waarbij i = =— ] -(-S--—-'-Ly ...
3 j=1 °3j *J°
n 2 CEJ nqul ( 2
L1 = | —— (y "'"ﬁ"' Yy “ﬁ)) J = 19“**9p°
1+ (€3j) SRR °3; :
I qj Iy
g = L L AT 08 m e (7 D) -
J7P 1=1 k=1 3] ] 37733 ]
“(5 - (Yj“U) ] = 1,. s P s
3737 )
T
waarbijy 6. = — E —— (y.. =y . ) + {.
1 v, P21 Y3j 1. 7.7,

Z17] tenslotte y = (YI’YEI""’YZp’YBI"'"Y3p)" dan is met behulp van

bovenstaande formules het oplossen van de vergelijking

€
-
i}
-

herhaald totdat de oplossingsvectoren vy zlich niet meer wijzigden 1n twee
opeenvolgende iteraties (bijv. zich niet meer wijzigden in de 10° deci-
maal). Dit bereiken van een stationailir punt gebeurde 1.h.a. vrij snel
(na 10 iteraties was het stationalire punt meestal wel bereikt).

Zo'nm stationair punt levert i1.h.a. tevens een ''restricted maximum
likelihood" schatting. Dit zal worden toegelicht in de volgende para-
graaf.

Tenslotte vermelden we dat de MINQUE-schattingsmethode ook 1s uilt-
cewerkt voor een model, dat alleen verschilt wvan het oorspronkelijke
door ons gehanteerde model door het feit dat de parameters TiseeesT als

P
vast in plaats van stochastische worden opgevat. Speciaal 1n het geval



49

dat er maar twee of drie schepen meedoen in het experiment lijkt dit een
realistischer model. Bovendien zi1jn de schattingen die met deze methode

verkregen werden gebruikt bij de toetsingen (zie §12.3). In het algemeen

: : 2 2 .. . .
weken overigens de schattingen van W. en F. die op deze wlijze werden ver-—

] §
kregen buitengewoon weinig af van de schattingen die verkregen werden

voor het model waarinﬂrl,...;H?als stochastische variabelen worden be-

schouwd.

12.2 Verband tussen 1teratieve MINQUE-schatters en ''restricted maximum

likelihood'" schatters

In het model (12.1.1) zijn de varianties van T, Hj en gj de dingen die

ons elgenlijk interesseren en zi]n de parameters 6 t/m.en, die de onbekende

]
dieptes aangeven, in feite ''muilisance parameters''. Er zijn aanwijzigingen

dat bij een groot aantal nuisance parameters de zg. ''restricted maximum
likelihood" schatters efficienter zijn dan de gewone maximum likelihood
schatters (zie [5] en [2], p.325).

De '"restricted maximum likelihood'" schatters zijn gebaseerd op een
deel van de aannemelijkheidsfunctie waaruit de nulsance parameters zijn
geelimineerd.

Stel (met de notatie van p.l4 en 15), dat S de npq Xnpq matrix is die

*®. @» “1
elijk 1s aan I -X(X'X
geli] 1pq (X"X)
doet aan A'A = 1 en S = AA'. Zo'n matrix kan altijd gevonden worden, omdat

X' en dat A een npgqx(npgq—-n) matrix is die vol-

S positief semidefiniet i1s en rang npg-n heeft (voor de eenvoud nemen we
weer aan dat het aantal vaarten gelijk is voor de verschillende schepen).
Z1] verder H de covariantie matrix van Y gedefinieerd in (12.1.2) en zi]

G =H X(X'H X)”]. Dan kunnen we voor een npq-vector Y de een—eenduidige
transformatie T(Y) = (G'Y!A'Y)' definieren. De stochastische vector Y gaat
hierdoor over in (G'Y:A'Y)', waarbij G'Y een n-vector met verwachting

E(G'Y) = 0 1s en A'Y een (npgq-n)-vector met verwachting E(A'Y) = 0. Onder

de normaliteitsveronderstellingen heeft G'Y een normale N(6,G'HG)-verdeling
en A'Y een normale N(O,A'HA)-verdeling. We hebben de vector Y door de trans-

formatie dus opgesplitst in een deel G'Y bestaande uit n componenten die

corresponderen met de ''muisance parameters" Bi en een deel A'Y waarvan de

verdeling onafhankelijk is van de parameters 6, (de onbekende dieptes).

1
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. : : : : : 2 2
De "restricted maximum likelihood" schatters van de varianties T , . en

2 .. . . .
F. zijn schatters die verkregen worden door de zg. marginale aannemelijk-
2 2

J
heidsfunctie van A'Y te maximaliseren naar deze parameters T , Wj en Fj‘
(zie voor de beschrijving van dit type schatters bijvoorbeeld [2] en [6]).

De logaritme van de aannemeli jkheidsfunctie van Y wordt gegeven door

(12.2.1) LI(Y) = —3n(pg-1) log(2m) - 3} log|H| - | logIX'HHIXI -
- 1 (Y-XG'Y)"' H”I(YMXG'Y)

(zie [71]).

Hierbij duidt "log" de natuurlijke logaritme aan (even goed kan echter een

andere basis voor de logaritme genomen worden) en duiden |H| en IXWHfl

X| de
determinanten van H respectievelijk XWHM]X aan (merk op dat (12.2.1) niet

van de keuze van A afhangt). Als we nu weer analoog aan (12.1.6) de onbe-

, : 2 : : :
kende wvariantie T  aanduiden met Y de onbekende varlantles'W§ door Yo
J
de onbekende varianties F? door Y3j en tenslotte definieren

e (X,H) =-log|H| - log|X'H 'X]|,

hebben we de volgende relaties (zoals met enige volharding kan worden aan-

getoond)

92
méi-g(X,H) = 5poor(RV1RV1)
ayl

82
Wg(x,l‘l) = SpPOOor (RVIRVij), 1 = 2,3; J = 1,,..,13

2

—  o(X,H) =spoor (RV..RV. .) ik o= 2,3 i.1=1
DYijBYkl g 3 p ij kl S 5 9 b .]5 5""9p°

We zien dus dat de tweede afgeleides van g(X,H) naar de parameters Yo Y2j

en YBj gelijk zijn aan de elementen van de matrix S die gedefinieerd werd

op paglna 46.
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Verder kan worden aangetoond

'S%“ (Y-XG'Y) 'H ' (Y-XC'Y) = -Y'RV RY
1
en
3;3 (Y-XG'Y) 'H ' (Y-xG6'Y) = “Y'RVinY, voor i = 2,3;
1]

Deze afgeleilides corresponderen met de elementen u van de vector

3¢ﬂﬁgu
1 2p+1
u gedefinieerd op pagina 47 en 48.
Stel nu dat de i1teratieve MINQUE-methode een stationair punt van de
vergelijking Sy =u vindt (dat wil zeggen: aan de rechterkant van het gelijk-
teken treden in de componenten van u dezelfde y's op als links van het ge-

l1jkteken). Dan geldt:

(12.2.2) Sy = (spoor(RVl), spoor(RVzl),...,spoor(RVzp),...,spoor(RVBl),
7 v ' v

..,spoor(RV3p)) (Y'RV RY,Y'RV, RY,...,Y RV, RY) .
Hieruit wvolgt:
(12.2.3) =2~ L. =0en——-1L. =0 i = 2.3 = 1,..,p

oY 1 oY .. 1 > >7 2 >0
1 1]

omdat 2 WEW-L = —gpoor(RV,) + Y'RV _RY

BY] 1 ] 1
en 2 8;3 L] = ~5poor(RVij) + Y'RVinY, 1 = 2,3; ] = l,eee,D,

i3

waarbij L. gedefinieerd is door (12.2.1).

Omge;eerd, als y aan (12.2.3) voldoet, 1s Yy tevens een oplossing van
(12.2.2), dus een stationair punt van de vergelijking Sy = u. Hiermee is
aangetoond dat een vinden van een stationair punt van de vergelijking Sy =u
in de iteratieve MINQUE-methode equivalent is met het vinden van een sta-

tionair punt van L, (de logaritme van de marginale aannemelijkheidsfunctie).

]
Het stationaire punt van de iteratieve MINQUE-methode zal dus i.h.a. cor-

responderen met een maximum van de marginale aannemelijkheidsfunctie.
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12.3 Toetsingsmethoden *)
2
A. Toets voor W. = 0.
N S
Als toetsingsgrootheid voor de hypothese HO: Wj = 0 1s genomen
i /5 2
(12.3.1) T. = n(n-1) (Y ..-Y . )7/ (Y...=-Y.. =Y .. +Y . )" .
] Ty -]k =.7. P21 k=1 1k =13. =-.3k =.7.
De toetsingsgrootheid Tj heeft onder HO een centrale F-verdeling met res-
pectievelijk.qul en(nrl)(qjml) vrijheidsgraden. Om dit in te zien defi-

nieren we de volgende grootheden

]
2 n 2
S,. = ) Y .. =Y . )
2.] k=1 nY2j+Y3J Jk — e
n 9
§_§ = E — ..Y...l k““Y_i' —Y k+¥- )2-’
J i"‘""] k=1 Y3J J J e N N
.. 2 2
waarbii vy.. = W. en . = F.
3123 ] 33 ]

Z1j] verder (met de notatie van p.14)

A =~%~Jnjé® (Iq - :L~J Jé )
SIS R B

B = IIl @ (I - gL-J J' )
T B B

€1l

~— |
L (zlj"”’gquj’zﬁl"”’Xquj"”’anl"“’znjqj) :

Xj 1s de uitgerolde vector van waarnemingen van schip j. Nu geldt:

(12.3.2) 8%, = — 1 yravy.

—2] WoitY3: T 7]

*) .. . :
) B1J de toetsen worden de normaliteitsveronderstellingen van p.13 gehan-—

teerd.
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2 1
12.3.3 S.. = ——Y. (B-A) Y
( ) =31 Yg; 7] ' X
J
en
2 2
(12.3.4) A(B-A) = O, A = A, (B-A) = B-A.
. 2 2 .
Uit (12.3.2), (12.3.3) en (12.3.4) volgt dat §2j en._‘_S_Bj respectieve-
l1ijk een Xi-wl en een X%n~1)(q~-l) verdeling hebben en onafhankelijk zijn
N J
(namelijk: rang (A) = spoor (A) = qul en rang (B—-A) = spoor (B-A) =
= (nwl)(qjml) corresponderend met de vrijheidsgraden van de szverdelingen,
zie bijv. [9], p.187).
Onder HO 1S Y2j = 0 en geldt dus
(n-1)S2./S%. = (n=1) Y! A Y./Y!(B-A)Y. = T2,
=23 3] mlt A i = J

waarult het gestelde volgt.,

B, Toets voor T, = T . = e = T

Bij] de toets op aanwezigheid van een '"schipeffect" nemen we aan dat de

parametervector T 1n model (12.1.1) niet-stochastisch is en dat de componen-—

ten T, t/m.'fp voldoen aan Z?ml qj Tj = 0. Voor de eenvoud van notatie nemen
we weer aan dat het aantal vaarten voor de verschillende schepen gelijk is,
d.w.z. qj = q voo; ] = 1,..é,p. De nulhypothese wordt: HO: T1m=...==Tp = 0.
Stel weer Y2j = wj, Y3j = Fj’ j=1,...,p, dan wordt de covariantiematrix
van Y:

— ' @ d1 "‘ e D + ® di . oo
H Jan dlag LYZI b ’sz) Iq In dlag <Y31 b 3Y3p) @ Iq‘)

waarbij diag (YEJ""’WE@>

buiten de diagonaal nullen voorstelt.

) een matrix met op de diagonaal Yil""’yip en

Z1 ] X1 de matrix X verminderd met de eerste kolom, zij 6(1) = (62, P ,en) '

W = (XIEUI)¢ﬂln==(6(1)~61Jn“151+6]Jp)'. Dan kan het model als volgt geschre-—

ven worden

P
(12.3.5) Y =Wn+ ) U,.w. + ) U..e,.
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We gaan op deze nieuwe schrijfwijze over omdat W = (X1 EUI) van volledige
(kolommen—) rang is, terwijl (XEUI) niet van volledige rang is (dit corres-

pondeert met het feit dat de parameters ei en Tj alleen identificeerbaar
z1jn als we een of andere restrictie zoals Z?ml Tj
gen kleinste kwadraten (tevens meest aannemelijke) schatter van n wordt nu

0 opleggen). De gewo-

gegeven door

S = e !

en de gewogen kleinste kwadraten (tevens meest aannemelijke) schatter van 6

onder H. door

O
N po—l =1 _ . ~1
6 = X'H X) X'H 'Y
Stel nu:
(12.3.6)  t = (-WQ)' H ' (Y-WA)
en
(12.3.7)  t, = (¥-X8)' H ' (¥-Xe).
. npg-p—n+l £o7L : .
Dan heeft onder HO ..___...,__......I..;_.....i.,._...._...__. r een centrale F-verdeling met respectie-—
B - 1

velijk p—1 en npg—n—-yr+! vrijheidsgraden.

Uitwerking van t. en t, geeft

] -2
P P
T 1 1 1 2
£, - = oL
=2~ =1 T Looes (Zﬂl € ) € a0
=1 733 3 1=1 31
waarbl] € = Yy Ty c. = b : en t. — t. een ,{2 ~-verdeling heeft
3] 23 377 73 =1 €4 ~2 -1 p—1 & )
. J
Verder:
S
£, =n ) — (Y ..-Y . )" +
! J*:.:l EBJ k=1 ‘Jk . ]
N P q _ D 5
1 P 1
) ) ) — Y. Y. ~-— ) —(Y.., -Y . )
i: -‘""'-":1 km] Y3j 1 1Jk 'JL Y3 lml -Y31 llu "q..l- j
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waarblj de eerste term een Xg(qml)ﬂverdeling heeft en de tweede term een
2 : 2 :
X(nwl)(pqﬂl) verdellng.ﬁl heeftldus een anq—n—p+1 verdeling, omdat
Y .kmg 3 en Y.. —Y -—— 2P — (¥ -Y. ) ongecorreleerd zijn. De ver-

-1]k =.jk Yq 1= vqy -11. -1.
delingen van t,~t, en t "volgen overigens ook onmiddellijk uit (12.3.6) en

(12.3.7). Onze toetsingsgrootheid voor het toetsen wvan H0 wordt dus:

npq—p-n+l £275
T =
— p—1 El

Aangezien de varianties Y2j en onbekend zijn, hebben we hiervoor

Y3

de schattingen en iBj genomen die de MINQUE-methode bij model (12.3.5)

Yo
J
opleverde. Het 1s duidelijk dat t met deze geschatte varianties Yijniet

meer exact een centrale F-verdeling onder H, volgt. De grote verschillen

0
tussen de variantiles maken een dergelijke "weging' echter wel noodzakelijk

en het leek ons aangewezen om voor deze gewichten de schattingen van de

MINQUE-methode te nemen.
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